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RESUME. Dans ce travail, nous proposons une nouvelle démonstration du théoréme d’unicit¢ pour une famille
d’entropies incluant celle de Shannon. La structure axiomatique classique, proposée par Shannon et Khinchin dans leurs
travaux fondateurs, est ici modifiée en utilisant moins d’hypotheses, et surtout sans recourir aux axiomes relatifs a I'entropie
thermodynamique, a savoir : le fait que le maximum de I'entropie correspond a une distribution de probabilité uniforme ou
que I'entropie est une fonction croissante du nombre total d’états d’un systéeme. Ces deux postulats sont une partie des
raisons expliquant le lien de parenté entre les notions d’entropie et d’information.

ABSTRACT. In this work, we provide a new proof of the uniqueness theorem for a family of entropy formulas including
Shannon’s entropy. The conventional axiomatic structure, proposed by Shannon and Khinchin in their seminal work, is
modified by using fewer assumptions and especially without using the axioms relative to thermodynamic entropy, i.e., the
maximum of entropy corresponds to uniform probability distributions, or the entropy is an increasing function of the total
number of states of a system, which are just part of the reasons for the kin relationship between the two notions.
KEYWORDS. Entropie, Entropie de Shannon; Entropie de Tsallis; Théoreme d’unicité; Théorie de l'information; Entropie
généralisée; Entropie conditionnelle.

1. Introduction

L’entropie et I'information comptent parmi les concepts les plus fondamentaux de la thermody-
namique, de la mécanique statistique et de la théorie de 1’information (voir [1], [2], [3]). Selon un point
de vue largement accepté, entropie et information sont deux appellations d’'une méme entité : une mesure
du désordre ou de I’incertitude probabiliste. On peut se demander pourquoi ces deux concepts, qui sem-
blent parfois si différents, sont liés de maniere aussi étroite. En effet, I’information est une quantité
subjective, tandis que 1’entropie, directement li€e a la chaleur et a la température dans les systemes ther-
modynamiques, devrait étre une grandeur objective, indépendante de notre connaissance du systeme.
L’origine de ce lien remonte au travail fondateur de Shannon (voir [2]), qui a souligné que I’information
qu’il définissait pour la communication possédait les mémes propriétés que I’entropie. Cet argument jus-
tifie I’utilisation de deux axiomes importants dans la démonstration du théoreme d’unicité de la formule
de Shannon :

W
I(p1,....pn) =— Zpi In(p;) (1)
i—1

ou [/ désigne I'information ou I’entropie (que nous appellerons simplement entropie par la suite) et IV
le nombre d’états microscopiques discrets, chacun ayant une probabilité p; (z = 1,2,...,W). Ces deux
axiomes sont : [ est une fonction croissante de W (voir [2]) et le maximum de / correspond a la dis-

. . . 1 . z N . . rd : 24 2 :
tribution uniforme p; = W (voir [3]). Cette approche du théoreme d’unicité de I’entropie a été reprise
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par d’autres chercheurs (voir [4], [5]) dans le cadre des entropies généralisées, incluant notamment la
formule de Tsallis :

L(p) = +— - (Zpl - 1) avec q € R*\ {1}. 2)

dont I’entropie de Shannon constitue un cas limite, puisque [ = hrr% I,. La relation entre I’information
q—

en théorie de la communication et I’entropie en thermodynamique fait 1’objet de débats depuis plusieurs
décennies. C’est dans cette perspective que nous proposons ce travail, dont 1’objectif est de prouver le
théoreme d’unicité sans faire appel aux hypotheses issues directement de I’entropie thermodynamique.

2. Préliminaires

Pour tous a,b € R avec a < b, on note [a, b] I’ensemble des entiers naturels n tels que : a < n < b,

Pour tout n € N*, A,, et A désignent respectivement les ensembles suivants

A, = {p (pla"'pn) € [07 1]n7zpi - 1} et A= U A
=1

neN*

Soit I une application de A dans R. On note  I’application de N* dans R définie par
- 1 1
vne N, Kn) :1<_,...,_).

n n

Soient (£2,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire finie définie sur 2 avec X ({2) =
{x;,i € I}. On note

I(X) =T ((P(X =1;)),e;) -

Soient X et Y deux variables aléatoires finies définies sur un espace probabilisé (€2,P) avec
(X, Y)(Q) = {(xi,y;); (4,5) € K}.On note

IV |X=x)=1 ((P(Y =y | X = xi))j:(m)eK)'

e Dans [2] et avec les notations précédentes, A. Rényi montre que si / est une fonction symétrique
définie sur A, vérifiant

(i) L’application [ : p — I(p, 1 — p) est continue sur [0, 1] ;

11
(11) L’application [ (5, 5) =1;

(iii) Pour tout entier n avec n > 2 et pour tout p = (p1,...,p,) € Ay, 0ona
P1 P2
Ipl?"'7p :Ip1+p27p37"'7p +p1+p2qj< ) ) (3)
( 2 ( w H ) p1+p2 p1+p2

Alors I (p1,...,pn) = — > piIn(p;)
i=1
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e Plusieurs chercheurs se sont intéressés a 1’extension de ce résultat aux différentes entropies général-

isées, citons R. J. Y. dos Santos qui montre dans [5], que pour ¢ € R \ {1}, si I, est une fonction
symétrique définie sur A, vérifiant

(i) Vne N, I,:(p1,...,pn) — Iy (Pn,--.,pn) est continue sur A,, ;
(ii) I, : n — I,(n) est une suite croissante ;
(i11) Pour toutes variables aléatoires indépendantes finies X et Y, on a

1(X,Y) = 1y(X) + 1,(Y) + (1 = q)Lo(X) (V)

mi ma
(iv) Sionposes; = > . pijetsy = > paj,ona
=1 =1

P11 P,
Iq (pl,b <oy Pimys P21y - - - 7p2,m2) = Iq (31,82) +361]]q ( 51 Yoo ST)

S92 52

Alors, il existe ¢ € R tel que

* ¢ -
Vn e N*, Vp=(p1,...,pn) € Ay, Iq(p)1q<ngl>-
i=1

~ 1
=1sil,(2)=——(2179-1).
c si 1, (2) - ( )
e [’ objectif de ce papier est de montrer qu’on peut remplacer (i), (iii) et (iv) par la propriété suivante
uniquement : pour tout n € N*\ {1} et pour tout p = (p1,...,pn) € Ay, 0ona

b1 b2
I P1,- D =1 p1+p27"'7p + p1+p2q]( ) >
1 ) = Iy 0 ) (L

Ce qui fera I’objet du théoreme principal de cet article.

3. Théoreme principal

Théoreme 3.1. Soient ¢ € R* \ {1} et I, une application symétrique de A dans R vérifiant

(i) L’application 1, : p— 1,(p,1 — p) est continue sur [0, 1] ;

(ii) Pour tout entier n avec n > 2 et pour tout p = (p1,...,pn) € Ay, ona
D1 P2
I p1,---,P =1 p1+p27p37'”7p + p1+p2qI ( ; ) (4)
d (1o pa) = 1y R
Alors, pour tout entier n avec n > 2 et pour tout p = (p1,...,pn) € Ay, ona
1 n
I(p) = T—g (pr - 1) : (5)
i=1

La démonstration de ce théoreme repose sur plusieurs lemmes
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Lemme 3.2. On a les affirmations suivantes

(i) I,(1)=0er1,(1,0) =0,
(ii) Pour tout entier n avec n > 2 et pour tout p = (p1,...,pn) € Ay, ona
Iq (p17 e 7pn70) = Iq (ph o 7pn) ;

(iii) Pour tout entier naturel n avec n > 2, pour tout p = (py, ..., pn) € A, et pour tout entier m avec
2<m<n,sionpose S, =p1+ ...+ Dm, alors

b1 Pm
Iq (p17" s Pm,y 7pn) - Iq (Smapm+17' te 7pn) +Sg1[q (_7' te 7_> ; (6)

Sm Sm

m;
(iv) De maniere générale, si on pose s; = p;; alors
=1

n
by, Pjm;
Iq (p1,17-"7p1,m17-"7pn,17-"7pn,mn> - Iq (817-" 73n) +Z‘93]q ( ].17"' ) ]87?1]> ; (7)

j=1 8] J
(V) Pour tout entier n avec n > 2, application 1, : (p1,...,pn) — 14 (p1, ..., pn) est continue sur
A,
Proof.

(i) I,(1) = 0et [,(1,0) = 0. En effet, d’apres (4), on a

D’une part

11 11 11
I,(==)=10)+1, (== )=11)+1,(=,=
d’ott [,(1) = 0.

1 1
D’autre part, pour n = 3, p; = =, p2 = 5 et ps = 0, ’égalité (4) implique

2
1 1
11 11 1 1\? 2 2
Iq(§,§,0>=Iq(§+§,0>+(§+§> Iq 1+1,1+1
2 2 2 2
Ou encore
11 11
I, =, = =71,(1 I, =, =
q(27270> q( 7O)+ Q(272> (8)

, ’égalité (4) implique

N[ —

1
Etpourn=3,p1=0,p2=§etp3=
1

11 11 1\ 0 5
L(o==)=r1(0+==)+(0+=) 1,| — —2—
2’9 2’9 9 1 1

0—|—§ 0+§
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Ou encore
11 11 1\
I — =) =11-=,= —| I 1
(033) =1 (33)+(3) woD ©)
Des égalités (8) et (9), on déduit

w004 (32) =1 (32) = () o

Ou encore

I,(1,0) = (%)qlq(o,l)

D’ou: 1,(1,0) = 0.

(i) I, (p1, -, n,0) = I, (p1,- .., pn) . En effet,

e Pourn € N*et (p1, -+ ,pnt1) € Aptq avee ppy1 = 0, I’égalité (4) implique
D
I, (p1s-- 00 0) =1y (0,p1, ..oy pn) =L, (0+p1y ..o spn) + (04+p1), (O, 071>
+ D1
Ou encore
Iq (pb <oy Dn, 0) - Iq (pb <. 7pn) +p(flq (07 1) . (10)

Etcomme : 1, (0,1) = 1,(1,0) = 0, on déduit de (10) que

I,(p1,. - ,pn,0) = I, (p1,---,Pn) -

(iii) Soit n» un entier avec n > 3 et pour tout p = (p1,...,p,) € A, montrons par récurrence sur
m € [2;n — 1] que

b1 Pn
Iq (pla---apm7pm+17"' >pn) = Iq (Smapm-l-l?"'?pn) —|—Sgnlq (_7 ’_> . (1T)

m S’ITL

D’apres 1’égalité (4), la formule est vraie pour m = 2 (s; = p1 + p2). Supposons qu’elle soit démontrée
jusqu’am — letposons t,,—1 = (p1 +p2) + p3s+ .- + D = Sm-

On a d’une part, (pour m = 2)

b1 b2
I pP1y,...,D =1 p1+p27p37"'7p + p1+p2qI ( ) ) (12)
o1 ) = Iy R A
Et d’autre part, d’apres 1’hypothese de récurrence au rang m — 1,
q p1+ D2 Pn
IQ(p1+p27---7pmm"' 7pn):Iq<tm717pm+17---7pn)+tm_1]q y T
tmfl tmfl
Ou encore
P1 + P2 p
Iq(p1+p27"'77pm+17”' 7pn):Iq(SM7pm+l7"'7pn)+Sgn]q( s y T 78_n> (13)
m m
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En additionnant les égalités (12) et (13), puis en simplifiant I’égalité obtenue, on obtient comme premier
membre [, (p1,...,p,) et comme second membre

PL+ P2 Pn D1 D2
L (Soms Pomids o opn) £ 60 I (222 00 Py o q]( , ) 14
0 (Sm: P P) mq( Sm sm> 1+ p2) L, p1+p2 pr+p2 (1

Remarquons ensuite que

P1 P2
q L 2
P1 P2 P1 P2 S S
+po)?t I : =st | —+—) L s 15
e (G ) = (2 ) | e (19
Sm  Sm Sm  Sm
Or d’apres 1’égalité (4), on a
P P2
oo\ Sm Sm I S AN S U R )
Sm  Sm Sm  Sm

Il s’ensuit que

n Do 1 Dn p1+ p2 Pn
b , =t (1, (2 ) o 16
(pl p2> q (p1 + o’ ; +p2> l 4 (Sm Sm> 1 ( Sm 3m>1 (1o

Autrement-dit

D1 P2 p1+Dp2 P3 Pn D1 Pn
) , s B g (PP
(pl p2> q (pl +p2 n +p2> Sm q ( Sm Sm Sm> om I (Sm Sm) ( )

Des égalités (12), (13) et (17) on déduit I"égalité (6).

(iv) L’égalité (7) s’obtient immédiatement par application répétée de (6) en tenant compte de la symétrie
de I,.

(v) Par récurrence sur n,

Pour n = 2, soit (x, Yk ) ren+ une suite d’éléments de A, qui converge vers (z, y). Ce dernier appartient
a Ay (car A, est fermé). On a

La suite de terme général I, (z,,, y,,) = I, (2, 1 — x,,) converge quand n tend vers oo vers I,(z, 1 —x)
d’apres (i1) du théoreme 3.1.

Donc I'application I, : (z,y) — I,(z,y) est continue sur As.

Supposons que la propriété soit vraie pour tout entier k£ avec 2 < k < n et montrons que 1’application
Iy (p1y - s Pny Prg1) ¥ 1 (P1s - - -, Pny Pry1) €St continue sur A, 4.

Soient (pgm), - pgﬂ)l) une suite d’éléments de A, ;1 qui converge vers I'élément (p1, ..., pni1).

m
Ce dernier appartient a A, 1 (car A, est fermé), ainsi

Pner=1—(p14+ -+ pn).
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Comme

o (P ) o (B prpas o pa) donc

m—-+00

Iq (pgi)l +p(1m)7p§m)7 s 7p£Lm)) — Iq (anrl +p17p27 o pn) .

m——+00

(m) _ (m) d (m) (m)\? q
® (P11 —  (Pnt1,m1), donc (p, " + p; — (P11 +p1)" et

m—+00 m—+00
pgi)l pgm) . ( Pn+1 P1 )
P 4 plm 4 ) | motoe \pria +p1 Pt + 01

Il en découle que

(m) (m)
m) | (m)\? o Py
(pn+1+p1 ) Iq< L ) ) <m>>
Ppni1 TP1 7 Ppiy TP

Converge quand m tend vers oo vers

Pn+1 D1 )

j2 1+p1qf( :
(Pu il Pnt+1+DP1 P+l + D1

Par ailleurs, d’apres (1) et (4) on a successivement

I, (pgm),p;m), - ,p&m),pﬁﬂ)l) =1, (p,(ﬂ)l,pgm),pém), .. ,p,(lm))

=1, (pi"i)l + ™ pim L ,p%m)) -+

(m) (m)
m | (m\? Py p!
(p"+1+p1 ) Iy <p<m> o <m>>'

nt1 TP Ppy1 t D1

En faisant tendre m vers oo dans les deux membres de 1’égalité précédente, on obtient

lim I, (p(lm),pém), - ,pffi)l) =TIy (Pns1 + P1,D2s - P0) +
m—0o0
Pn+1 b1
Pn+1 +p1 q-[ ( ) )
(Put )y Dn+1 +P1 Pn+1 T+ D1

=] (pn+17p17p27 cee ,pn)
Et par (1), on obtient

Iq (p(lm)7pgm)7 s 7p£z7}r)1) =1 (p17p27 s 7pn7pn+1>

lim
m—0o0
Ceci acheve la preuve du lemme 3.2.

Lemme 3.3. Soit ¢ € R\ {1}. Pour tout entier naturel non nul n, on a

i(n) = ﬁ (01— 1).
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Proof. Soit n € N*, si dans (7), tous les m; sont égaux a 2 et tous le p;; a 7 on aurait au premier
n

membre I,(2n) et au second membre

Autrement-dit,

1,2n) = [,(n) +n'~L,(2)
Comme

T,(2n) = I,(n - 2)

Il s’ensuit que

~ 1
Dans le cas ou [, (2) = - (277 — 1), on obtient
—q
L) = —— (n"0—1).
q 1 — q

Ceci acheve la preuve du lemme 3.3. 0]

Démonstration du théoreme 3.1

. a .
Soit p = 7 avec a, b deux entiers naturels non nuls et a < b.

Si on applique (7) avec n = 2, m; = a, mo = b — a,

1
et p2,1="'=p2,m2=g

S| =

P11="""=DPim =

On obtient

I
_Q'\q
N
SR

o~
o |
)
~__

+
N
S Q
N———

L=}

_Q'\q

| Qo]
|~ —

+
N

o
o |
)
~__
(]

@
b
1 1
_b _b
x 1y b—a’ "b—a
b b
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Ou encore

L) =1, (% b_T“> + (%)qfq(a) + (b ; “)qfq(b —a)

Donc

I, (% b - “) — I,00) - (%)qfq(co - <b - “)qiq(b —a).

Par ailleurs, d’apres le lemme 3.3, on a
a b—a 1 a\ 4 b—a\’
I, | = = = _1_ (= I=¢ _ 1) — —a)'71 -1
q(b, - ) 1_q(b (7) @@= ( - ) ((b=a) >)

1 a\? b—a\! 1—¢ 4 4
_1——61((5) +( b ) +b —1—ab —(b—a)b >
Ou encore

(555) - 0 () )

Et d’apres (v) du lemme 3.2, on obtient

e D1 L 1=p) = 7 (' +(1=p) — 1)

1

Ceci prouve que I, (p1,...,pn) = 1_4
- q

n
(Z pl— 1) est vraie pour n = 2 et tout (p1, p2) € As.
i=1
1 n
Supposons que pour tout p = (p1,...,pn) € N, Ly (1, ..., pn) = T (Z Py — 1) et montrons que
— 4 \i=1

1 n+1

On a

Iq (p17 cee ;pnypn—f—l) - Iq (pn;pn—i—l,pl; t 'pn—l)

p D
:Iq (p”+pn+17p17"'pn—1) +(pn +pn+1)q]q < p o )

Pn+ Prt1 P+ Dnt1

n—1
1 1
= 1—_q <(pn +pn+1)q + ZP? - 1) + (pn +pn+1)q 1—_q
=1

> (( DPn >q+( Pn+1 >q_1>
DPn + Dn+1 Dn + Pn+1
1 n—1
“1-y (Zp? + P+ P — 1)

i=1

Ceci acheve la démonstration par récurrence puis celle du théoreme 3.1.
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Théoréme 3.4. Soient ¢ € R* \ {1} et I, une application symétrique de A dans R vérifiant I, (2) =
1

- (2177 — 1) . On suppose que
—q
(i) L’application 1, : p — 1,(p,1 — p) est continue sur [0, 1] ;

(ii)* Pour toutes variables aléatoires finies X et Y définies sur un espace probabilisé (2, IP), on a

L(X,Y)=L(X)+ Y (P(X =2:)" I, (Y | X = ;) (19)
=1
Alors, pour tout entier n avec n > 2 et pour tout p = (p1,...,pn) € Ay, ona

1 n
I4(p) = T—g (szq - 1) (20)
i=1

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.5. Les hypotheses du 3.4 impliquent les propriétés suivantes

(i) I,(1) =0;
(iii) Pour tout entier n. avec n > 2 et pour tout p = (p1,...,pn) € Ay, ona
P1 P2
Iy (P1s- - o) = I (p1+p2,p3, -+ on) + (p1 +p2)" L ( ) ) 1)
s ) = 1 R A
Proof.

(i) 1,(1) = 0. En effet, considérons deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé
(©2,P) comme suit

X(Q) ={n}; YO ={y02}; (XY)Q) = {(z1,0); (21, 92) 5

Calculons [;((X,Y)), I(X) et I,(Y | X) = > (P(X = z)' L, (Y| X =1;).

Comme

P(X:.Il,Y:y1>:P(X:$1>P(Y:y1|X:J)1):1-1:1'

)

P(X:.Il,Y:y2>:P(X:$1>P(Y:y2|X:J)1):1'O:0;
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On en déduit que

o [,(X,Y)) =1, ((P (X,Y) = (l"hyj))(m) avec (q;i,yj)e(X,Y)(Q)) =1, (1,0).

o [y(X) = Iy (P (X = 2))ieqrag) = o (1) et (Y | X) = I, (1,0), car

(P(X =) I, (Y | X = ;)

WE

Iq(Y | X) =
(B(X =)' [, (V | X = 1)

WL, ((Y =y | X = 21), (Y = g2 | X = 21))
—1,(1,0).

D’apres (20), on obtient
I, (1,0) = I, (1) + (1)1, (1,0)

D’ot I,(1) = 0.

(iii) Soient n € N*avecn > 2etp = (p1, - pn) € A,. considérons deux variables aléatoires X et Y
définies sur un espace probabilisé (€2, P) comme suit

X(Q) ={$1,...,[17n,1}, Y(Q) I{yl,yz};
(X, Y)(Q) = {(21,11) 5 (z1,92) ; (T3, 41)  pour i€ [2,n— 1]},

P(X =z1)=p1+ps; P(X=ux)=py1pouri€ [2,n—1];

p2
p1+pe’

b1
P(Y = X=ux)= . P(Y = X=x)=
(Y =y | 1) p—— (Y =y | 1)

P(Y=y | X=a;)=1pouri € [2,n—1];

Calculons I,((X,Y)), [,(X)etI,(Y | X) = El (P(X =2:))"1,(Y | X = z;) . Comme

P(X=21,Y =50) =P(X =) P(Y =1 | X = 21) = (01 + p2)—— =1 ;
p1+ P2

P(X=2,Y =) =P (X =2)P(Y =9 | X = 21) = (p1 + po)—2— = ps ;
p1+ P2

P(X=2,Y=up0)=P(X=z)PY =y | X =2;) =pit1-1=Dpit1.
On en déduit que
o LX) = Iy (P OXY) = (00930 15) e (recey@)) = Lo (P1op2, P, pa)
o [,(X) =1, ((IP’ (X = xi»ie[[l,nl]]) =1,(p1 +p2,p3,-..,Dn) et
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D1 D2
IYX:p+qu( , >,car
V1 X) = 2) Ly p1+p2 p1+Dp2

n—1

LY | X) =S (B(X =)' I, (V | X =)

=1

I
=

X=m)) ' [,(Y| X =) +Z 2)) I, (Y | X = ;)
=(p1+p2)" I (Y :y1|X:x1),( =y | X = 11))

+> ol L (Y =y | X =)

Ou encore

LY | X) =(p1 +p2)" I ( n ) + Zplﬂ

p1+p2’ p1 +p2 _2

b1
=(p1+p2)?' 1 ( P
( )y p1+p2’ p1+p2 Z i

i=2
P1 P2
= (p1 + P2 ql ( ) ) .
( N p1+p2 p1+ o
D’apres (19), on obtient
P1 P2

Iy (p1,- -+ pn) = 1, p1+p2,p3,~~,pn+p1+p2ql( ) )

i ) =1y ) )y (B
Ceci acheve la preuve du lemme 3.5. 0]

Démonstration du théoréme 3.4

C’est une conséquence immédiate du théoreme 3.1 et du lemme 3.5.

4. Conclusion

En résumé, nous avons proposé¢ une démonstration du théoréme d’unicité des entropies, suivant
I’approche de Shannon et Khinchin. Nous soulignons que deux axiomes essentiels de la démonstration
traditionnelle (voir [2], [3]), relatifs a I’entropie thermodynamique, ne sont pas utilisés dans ce travail.
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