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RESUME. Létude des copules et de leurs applications en statistique, en particulier en Biostatistique, est récente. Les
copules jouent un réle trés important dans la modélisation de la structure de dépendance entre les lois marginales et la loi
jointe d’un vecteur de variables aléatoires. Dans cet article, nous présentons une synthese des travaux récents portant sur
cette théorie et ses applications a I'analyse des données de survie multivariée. Enfin, a titre d’illustration, une application
sur des données de survie bivariée issue de la littérature est présentée, et analysée par la procédure Proc Copula du
logiciel SAS.

ABSTRACT. The study of copulas and their applications in statistics, and in particular in biostatistics, is recent. Copulas
play a important role in the modeling of the dependence structure between the marginal distributions and the joint distribu-
tion of a vector random variable. In this article, we present a synthesis of recent works on this theory and its applications
to the analysis of multivariate survival data. Finally, an application on bivariate survival data from the literature analyzed by
the Proc Copula procedure of the SAS software, is given to illustrate a such approach.
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Introduction

Récemment, une attention considérable a été¢ accordée au probleme de I'inférence sur les copules, le
terme copule (copula) vient du mot latin "copulae", qui signifie liaison, lien ou union. Parmi les travaux
statistiques les plus importants en théorie des copules, on peut citer ceux de (Hoeffding,1940,1941)[17]
[18], qui a utilisé les copules pour étudier les mesures d’association nonparamétrique (rho de Spearman,
voir section 2). Il a ainsi obtenu des inégalités optimales, fournissant des bornes supérieures et inférieures
pour des cas particuliers de copules, citées dans le théoreme dit Bornes de Fréchet-Hoeffding (1957,[12]).
Les monographies de Deheuvels en (1979)[9], Cook et Johnson (1981)[7], Cherubini et al.(2004)[5],
Nelsen(2006)[28], Joe(1997)[20] et Genest(1993)[14] résument dans une certaine mesure les résultats
dans ce domaine.

En gros, une fonction copule est une fonction qui joint ou couple une fonction de distribution multiva-
riée a ses fonctions de distributions marginales univariées, ce qui est traduit par Sklar(1959)[30] dans un
théoréme qui porte son nom. Il montre que, sous certaines conditions, il existe une fonction de copule
unique C' telle que :

F(xy,...,xq) = C(F1(21), ..., Fa(xq))

Cette fonction joue un rdle tres important dans la modélisation de la dépendance dans divers domaines
de la statistique (finance, actuariat, et plus récemment biologie et santé, etc). Dans ce contexte et surtout
dans le domaine de la santé pour 1’étude des liens entre les dates d’occurence d’une maladie, ses possibles
dates de guérison, de rechute, et de déces. Plusieurs modeles de survie multivariée prenant en compte
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la dépendance entre des variables aléatoires se basent sur la notion de copules, souvent sans y faire
explicitement référence. La nature de ces problémes en analyse de survie, ameénent a construire des
familles de fonctions de survie multivariée a partir des fonctions de survie marginales (univariées).

L’ objectif de cet article est de présenter I’approche "copules" dans la modélisation de la survie multiva-
riée. Cette approche apparait implicitement dans Clayton (1978)[6] qui est I’un des premiers a proposer
un modele d’association bivariée pour I’analyse de survie, et ensuite dans Marshall and Olkin [1988][26].

Dans le contexte épidémiologique, les modeles avec fragilité sont des modeles faisant intervenir un
parametre individuel. Ces modeles épidémiologiques supposent, qu’un sujet peut €tre plus fragile qu’un
autre et donc courir un risque plus grand de mort ou de la survenue d’un autre événement pathologique.
Ces modeles avec fragilité introduits par Lancaster (1979)[22] utilisent un modele de risque proportion-
nel. Vaupel et al (1979) [33] ont suggéré I’application du modele gamma, allié a un autre modele de
fragilité. Les distributions gamma ont été utilisées en raison de leur attractivité calculatoire. Elles sont
bien connues et de densités simples. L’ application de ces modeles dans la survie est contemporaine (Clay-
ton, 1978)[6]. L’idée principale est d’introduire une dépendance entre les d-temps de survie 71, ..., 7y, en
utilisant une variable aléatoire non observée .

L article est organisé de la maniere suivante. Dans la premiere section, nous présentons la définition des
copules ainsi que leurs propriétés élémentaires. Dans la deuxieme section nous présentons les mesures
d’association entre deux variables aléatoires les plus utilisées ainsi que leur expression en terme de
copules bivariées. Ensuite, dans la troisieme section nous présontons le cas des familles de copules
paramétriques, en détaillant les plus utilisées, ainsi que leurs propriétés fondamentales. La quatrieme
section est consacrée a une présentation succincte des fonctions de survie univariées et multivariées,
et des copules qui leur sont spécifiques. Dans la cinquieme section, nous considérons 1’approche des
modeles de survie multivariée avec variable de fragilité, et présentons les copules associées a ce type de
modeles. Dans la sixieme section, nous utilisons la procédure Proc Copula du logiciel SAS pour analyser
des données réelles de durées récurrentes en hémodialyse.

1. Les copules

L’ objectif essentiel de cette partie est de présenter la définition des copules ainsi que leurs propriétés
élémentaires. Pour faciliter la tache, nous nous limiterons ensuite a 1’étude des copules bivariées.

Soit (X71,..., X4) un vecteur aléatoire a valeurs dans RY, de fonction de répartition jointe F' et de
marginales F; pour ¢ = 1, ..., d. Sklar en 1959[30] montre que, sous certaines conditions (entre autres, F
continue), il existe une fonction unique notée C' (pour Copule), telle que

F(zy,...,2q) = C(Fi(z1), ..., Fa(zaq)).

Cette représentation traduit les relations intrinseques entre les composantes en réduisant/normalisant
toutes les variables a des variables uniformes. Considérons un couple de variables aléatoires (X7, X3) de
fonctions de distribution marginales Fi(z1) = P(X; < x1) et Fh(z) = P(Xy < z5) respectives et une
distribution jointe F'(x1,x2) = P(X; < 1, X5 < x9).

Pour chaque couple (1, x2) on peut associer trois nombres Fi(x1), Fy(x2) et F'(xq, x2) appartenant a
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I'intervalle [0, 1]. En d’autres termes pour chaque paire de nombres réels (1, x2) correspond un point
(F1(z1), Fo(z2)) dans le carré unité [0, 1] x [0, 1] et a son tour ce point fait correspondre un nombre
réel F'(xy1, xo) appartenant a I’intervalle [0, 1]. Nous allons alors montrer que cette correspondance qui
attribue la valeur de la distribution a chaque couple de fonctions de distributions marginales est en effet
une fonction (appelée copule).

Dans tout ce qui suit / désignera I’intervalle unité I = [0, 1].

DEFINITION 1— Une copule bidimensionnelle ou 2-copule ou simplement copule bivariée C' est une
fonction de I* = [0,1)% dans I possédant les propriétés suivantes :

1. Pour tout (u,v) € [*ona:

C(u,0) =C(0,v) =0, C(u,1)=uetC(1,v)=n. [1]
2. C est 2-croissante c’est a dire : ¥ (uy, us, vy ,v3) € I* tels que uy < ug, et v1 < vy,

C(ug,v2) — C (ug,v1) — C (u1,v9) + C (ug,v1) > 0, [2]

Ainsi, toute copule est une répartition sur /2 dont les répartitions marginales sont de loi uniforme sur
I =10,1].

1.1. Propriétés élémentaires des copules bivariées

Soit 'y et (5 deux copules.

— Ordre

DEFINITION 2— On dit que la copule C est plus petite que la copule Cs, (ou bien que Cy est plus
grande que C1) et on note C; < Cy siona :

Cy(u,v) < Co(u,v) pour tout (u,v) € [0, 1]
— Convexité et concavité
DEFINITION 3— Une copule est dite concave si on a :
Claa+ (1 —a)c,ab+ (1 —a)d) > aC (a,b) + (1 — «a)C(c,d),
pour tout v, a, b, c,d dans [0, 1] . Elle est dite convexe si on a :
Claa+ (1—a)c,ab+ (1 —a)d) <alC(a,b) + (1 —a)C(cd),
pour tout «, a,b, c,ddans [0, 1].
— Dérivées partielles

PROPOSITION 1- Les dérivées partielles d’une copule C(u, v) existent presque partout pour tout u, v €
0, 1], et vérifient :

0<0,C(u,v) <let0<09,C(u,v) <1.
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— Densité d’une copule

Soient X7, X5 deux variables aléatoires continues, on note par f la fonction de densité jointe associée a
leur distribution jointe F', et par f; et f5 les fonctions de densités marginales de X7, X5 respectivement
associées a I et F5, leurs fonctions de distribution marginales respectives.

PROPOSITION 2— La densité c (Fy(x1), Fo(x2)) associée a la copule C (Fy(x1), Fa(x2)) est définie par

92 ,C (Fi(x1), Fa(x2)) A D)
Fy (1) Fy(22) fi(z1) falze)

¢ (Fi(21), Fa(x2)) =

1.2. Le théoreme de Sklar et ses applications

Le résultat fondamental de la théorie des copules est le théoreme de Sklar ([30]). Il établit le lien entre
la définition formelle ci-dessus des copules et les distributions des variables aléatoires, permettant ainsi
I’application des copules dans la modélisation statistique.

THEOREM 1 (SKLAR, 1959)— Soit F' une distribution bivariée dont les distributions marginales sont
Fy et Fy, alors il existe une copule bivariée C' telle que :

F(l‘l,xg) = C(F1<J}1), FQ($2)),V($1,$2) € Rz. [3]

1. Si les distributions marginales F et F» sont continues, alors C' est unique.

2. Réciproquement si C' est une copule et Fy et Fy des distributions univariées, alors la fonction F
définie par (3) est une distribution conjointe dont les marges sont F et F.

Pour la démonstration de ce théoréme, voir Nelsen, [28]. Grace au théoreme de Sklar, on définit les
copules a partir d’un couple de variables aléatoires de la fagon suivante :

DEFINITION 4— Soient F', F5 les fonctions de répartitions de deux variables aléatoires X, et X, res-
pectivement, et C' une copule bivariée définie sur [0,1]% alors F(x1,22) = C(Fi(x1), Fa(2)) est une
fonction de répartition jointe de X1, Xy dont les marginales sont Fy et Fy. La copule C' est dite copule
de X1, Xy et sera notée Cx, x,.

DEFINITION 5- Soit F' une fonction de répartition univariée. Le quantile de I' (I’inverse généralisée)
est une fonction, notée F~! de domaine de définition [0, 1] telle que :

F ' u)=inf{r e R: F(z) > u}
PROPOSITION 3— Soit X une variable aléatoire de répartition F’ :
1. Si U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1], alors F~'(U) «~ F.
2. Si F est continue, alors F(X) « U.

COROLLARY 1- Soit I une fonction de répartition bidimentionnelle de fonctions de répartitions mar-
ginales I et Fs. Alors la copule C' associée a F, en utilisant la proposition 3, est donnée par :

C(u,v) = F(F7 (u), Fy Y (v)) pour tout (u,v) € [0,1]%.
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1.3. Les bornes de Fréchet-Hoeffding

Toute copule C' admet une borne inférieure et une borne supérieure déteminées par le théoréme suivant :
THEOREM 2 (FRECHET-HOEFFDING)— Soit C' une copule, alors : Yu,v € [0, 1],
W(u,v) = max(u+v—1,0) < C(u,v) < M(u,v) = min(u, v),
W et M sont les bornes inférieure et supérieure de Fréchet-Hoeffding.
De I'utilisation du théoreme de Sklar pour deux variables aléatoires X, Xo de fonction de répartition

jointe F' et de marginales [ et F5 respectivement, et du théoreme de Frechet-Hoeffding, on a pour tout
rietxy € R,

max (F1<I1) + FQ(ZL’Q) - 1,0) S F ([171,1'2) S min (Fl(azl), Fg(xg)) [4]

M et W sont en fait des copules, car les bornes sus-citées sont elles-mémes des fonctions de répartition
jointes. Elles sont appellées bornes de Fréchet-Hoeffding pour une fonction de répartition jointe F’ et des
marginales Fi et F5.

1.4. Copules multivariées

Dans la section précédente on a présenté les copules de dimension 2. Dans cette section on va discuter le
cas multivarié plus général, c’est a dire les copules de dimension d > 2. La généralisation des défintions
et théoremes se fait de la méme maniere que le cas bivarié.

DEFINITION 6— Une copule d-dimensionnelle est une fonction C' de [0, 1]? dans [0, 1] ayant les proprié-
tés suivantes :

— Siu € [0,1]%, a au moins une coordonnée u; = 0,i =1, ..,d., alors C(u) = 0.

— Si les coordonnés sont toutes égales a 1 sauf la coordonnée u;, alors
C(l, N, 1, Uj, 1, 1) = Uj;.

Théoréme de Sklar multivarié
Ce théoreme a la méme importance et le méme rdle que dans le cas bivarié.

THEOREM 3— Soit F' une fonction de répartition d-dimentionnelle de fonctions de répartition margi-
nales I, ..., Fy. Alors, il existe une d-copule C' telle que pour tout x € Ry,

F(z1,....,2q) = C(Fi(x1), ..., Fa(xq)) [5]

1. Si les fonctions F7, ..., F; sont continues, alors C' est unique.

2. Inversement, si C' est une d-copule et si F7, ..., Fy; sont des fonctions de répartition univariées, alors
la fonction ' définie (5) est une fonction de répartition d-dimensionnelle de marginales F1, ..., Fy.

COROLLARY 2— Soit F' une fonction de répartition d-dimentionnelle de fonctions de répartition margi-
nales I, ..., Fy. Alors, la copule C associée a F' est donnée par :

Cluy, ..., uq) = F(F7 N wy), ..., Fy Y(ug)) pour tout u € [0,1]°
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1.4.1. Propriétés élémentaires

THEOREM 4- Continuité uniforme

Une copule C' est uniformément continue sur son domaine. En particulier, pour tout u,v dans [0, 1]¢,
nous avons :

[Cu) = Cv)] < Zlvk — |-

THEOREM 5- Dérivées partielles

Soit C' une copule. Les dérivées partielles de C existent presque partout (p.p.), pour tout i = 1, ..., d et
tout u € [0,1]%, nous avons :

0<0,Cu) <1, u=(uy,...,ug).

De plus, les fonctions u — 0,,C(u),i = 1, ..., d sont non décroissantes p.p.

THEOREM 6— Densité d’une copule multivariée

Si f et f; sont les densités associées a I' et I; respectivement, alors la densité c associée a la copule
C est définie par :

ad CFl I ,...,F X
c(F1(21), .., Fa(za)) = m’”'ﬂdF{((:lqg...;/(:I:d)d( d))),

c’est a dire :

FFT (w), oo, Fy* (ua)
. .
_E[lfz'(F[l(ui))

c(ug, ..., uqg) =

Si la fonction de répartition multivariée F' est absolument continue, grace au théoreme de Sklar, on
peut exprimer sa fonction de densité f en fonction de c et des densités marginales f1, ..., f; par :

d
Fl@1,xq) = c(Fi(x), ..., Fa(zq)) H filz). [6]

2. Mesures de dépendance

La notion de dépendance a été largement abordée par de nombreux auteurs en statistique et en proba-
bilité. L’étude de la dépendance entre deux ou plusieurs variables sert a évaluer la liaison qui peut exister
entre ces variables. La maniere traditionnelle d’évaluer la dépendance entre deux ou plusieurs variables
est connue par 1’utilisation du coefficient de corrélation linéaire. Cette mesure de dépendance est effi-
cace lorsque la dimension est petite mais elle peut étre trompeuse quand la dimension augmente. Trois
mesures de dépendance sont généralement utilisées dans la littérature. Nous les présentons ci aprés.
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2.1. Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson

Introduit en 1896 par Pearson ([29]), le coefficient de corrélation linéaire est un indicateur facile a
calculer. Il mesure la relation linéaire entre les valeurs de deux variables aléatoires réelles X et Y ayant
chacune une variance finie. Il est noté géneralement par pp(X,Y") ou parfois par Corp(X,Y) et donné
par:

Cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)

pP(X7 Y) =

ou Cov(X,Y'), désigne la covariance entre les variables aléatoires X et Y, Var(X) et Var(Y') dési-
gnent les variances respectives de X et Y.

— Si cet indicateur existe, il est toujours compris entre -1 et 1.
— Une valeur de -1 ou 1 indique une dépendance linéaire parfaite, négative ou positive entre X et Y.

La corrélation de Pearson peut étre exprimée en fonction des copules comme 1’indique la proposition
suivante :

PROPOSITION 4— Si C désigne la copule des variables X et 'Y, la corrélation de Pearson pp a pour
expression :

pp(X,Y) = \/Var Var(v O/O/(C’(u, v) — uv)dF (u)dG™(v),

ou I et G sont les fonctions de répartition respectives des variables X et Y.

Si H est la distribution jointe de X et Y, nous aurons :

+oo +00
Cox.y) = [ [ (Hlew) - F@G)dady),

11 suffira d’appliquer le changement de variables, u = F'(x) et v = G(y) pour démontrer la proposition.
On remarque que la copule ne permet pas de déduire la valeur du coefficient de corrélation. A cet effet,
les distributions marginales sont nécessaires.

Si (x1,%1), ..., (Tn, yn) constitue un ensemble d’observations des variables jointes X et Y. L’estimation
de pp(X,Y’) est donnée par le coefficient de correlation empirique :

r(X,Y)=—+ avec T =

S|
2I>—‘

n n
Y wie Z
i=1 i=1

(© 2021 ISTE OpenScience — Published by ISTE Ltd. London, UK — openscience.fr/Biostatistics and Health Sciences. BHS. Vol. 2, No 1, 13-39. Page 17



2.2. Mesures de concordance

Pour introduire le tau de Kendall et le rho de Spearman, on considere d’abord la notion de concordance
présentée dans la définition suivante.

DEFINITION 7- a) Réalisations concordantes : deux réalisations (x, y) et (x’, y’) d’un vecteur aléatoire
continu (X, Y ), sont dites concordantes si (z' — x)(y —y) > 0

b) Réalisations discordantes : deux réalisations (x, y) et (x’, y’) d’un vecteur aléatoire continu (X, Y ),
sont dites discordantes si (v’ — z)(y' —y) <.

c) Une fonction k d’un couple de variables aléatoires continues est une mesure de concordance si elle
vérifie les propriétés suivantes :

— Si Y est une fonction croissante de X, alors k(X,Y) = 1;

— Si Y est une fonction décroissante de X, alors k(X,Y) = —1;

— Si «vet 3 sont des fonctions strictement croissantes, k(a(X), B(Y)) = (X, Y).

Commencgons par introduire le 7 de Kendall qui est une mesure de concordance, ainsi que ses impor-
tantes propriétés.

2.2.1. Le tau de Kendall

Développé par Kendall (1938) , le tau de Kendall ([21]) mesure I’association entre deux variables X et
Y.

DEFINITION 8- Soit (X,Y) et (X', Y") deux vecteurs aléatoires indépendants, et de méme loi F. Le T
de Kendall de (X,Y) est défini par :

(X, Y)=Pr[(X - XY -Y')20] - Pr[(X — X')(Y —Y') <0

Le tau de Kendall n’est autre que la différence entre la probabilité de concordance et la probabilité de
discordance. C’est une mesure de concordance : en effet, il vérifie les propriétés suivantes :
— Si Y est une fonction croissante de X (et donc X une fonction croissante de Y), alors x(X,Y) = 1;
— SiY est une fonction décroissante de X (et donc X une fonction décroissante de Y), alors x(X, Y)
—1;
— Si «v et 3 sont des fonctions strictement croissantes, alors x(a(X), 5(Y)) = (X, Y).
De plus, il vérifie aussi :
— Il est symétrique : 7(X,Y) = 7(Y, X);
— La valeur de 7 est comprise entre -1 et 1;
— Si X et Y sont indépendantes et continues, la valeur de tau est nulle (la réciproque n’est pas forcé-
ment vraie).
Le tau de Kendall, lui aussi, peut étre déduit a partir de la copule, comme le montre la proposition

suivante.
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PROPOSITION 5— Soit (X, Y') un vecteur aléatoire continu de copule C. Le T de Kendall 7(X,Y) a pour
expression :

11

T(X,)Y) = 4//C(u,v)c(u,v)dudv -1

0 0
= 4E(C(U,V)) - 1,

avec c(u,v), la densité associée a la copule C(u,v) (voir le Théoreme 2.15).

Cette définition du tau de Kendall est théorique. Si I’on dispose d’un échantillon (z1, 1), ..., (Zpn, Yn)
des variables jointes X et Y, tel que les valeurs des (x;) et (y;) soient distinctes, en notant 7., le nombre
de paires concordantes et ng4, le nombre de paires discordantes, I’estimation statistique de 7 est donnée
par :

2(ne — ng)

= n(n—1)

2.2.2. Lerho de Spearman
L autre mesure de concordance, tres utilisée en pratique, est le tho de Spearman, introduit en 1904, par
Spearman ([32]). Nous donnons sa définition et quelques propriétés de cette mesure.

DEFINITION 9— [e rho de Spearman ou corrélation de Spearman, est une mesure de dépendance statis-
tiqgue non paramétrique entre deux variables X et Y. Il est égal a :

ps(X,Y) = 3(Pr{(Xi — X5)(Y1 = ¥3) > 0} = Pr{(Xy — X5)(¥1 — Y3) > 0}),
ou (X1,Y71), (Xo,Ys) et (X3,Y3) sont des réalisations indépendantes du vecteur aléatoire (X,Y).
La proposition suivante permet d’exprimer le rho de Spearman en fonction du coefficient de corrélation
entre deux variables uniformes.

PROPOSITION 6— Notons F' et G les fonctions de répartitions respectives des variables aléatoires X et
Y. Le rho de Spearman de deux variables X et Y est égal au coefficient de corrélation entre les variables

F(X) et G(Y).
De plus,
— pg est compris entre -1 et 1 et contrairement au coefficient de corrélation de Pearson, il est toujours
défini.
— Si les variables aléatoires X etY sont indépendantes, alors ps(X,Y) = 0.

Le rho de Spearman peut aussi étre exprimé en fonction de la copule comme le montre la proposition
suivante.
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PROPOSITION 7— Soit (X,Y') un vecteur aléatoire continu de copule C. Le coefficient de spearman
ps(X,Y) a pour expression :

11
ps(X,Y) = 12//C(u, v)dudv — 3
0 0

Soit (z1,y1), ..., (Tn, y) un ensemble d’observations des variables jointes X et Y. Si ces observations
ne contiennent pas d’ex aequos (les rangs sont tous différents), I’estimation de pg(X,Y") est donnée par
la formule ci dessous :

n

6 (di)

XV)=1_ =t
TS( ) ) n(nz_l)

avec d; = rang(x;) — rang(y;).

On voit par cette définition, que rg n’est rien d’autre que le coefficient de corrélation des rangs des
variables.

Ces trois indicateurs permettent de mesurer la dépendance dans un modele donné.

REMARK 1- Contrairement au coefficient de corrélation de Pearson, le tau de Kendall et le rho de
Spearman sont completement caractérisés pas la copule et les distributions marginales sont inutiles.

3. Familles paramétriques de copules

Nous présentons dans cette section quelques exemples de copules paramétriques bivariées et multiva-
riées.

3.1. Copules usuelles

3.1.1. Copule d'indépendance

Soient X, Y deux variables aléatoires continues de lois marginales respectives F} et F5 et de fonction de
répartition jointe F'.

PROPOSITION 8- Si X1, X9 sont deux variables aléatoires indépendantes, alors leur copule associée
est le produit des marginales : Cx, x,(x1,x2) = Fi(21).Fa(2).

De méme, dans le cas multivarié, la copule d’indépendance est donnée par :

CX1,X2,...,Xd($17$27 ...,J?d) = Fl(wl).Fg(l‘g) X ... X Fd(l‘d)
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3.1.2. Copule Gaussienne

Si on note par ®, la fonction de répartition jointe de la loi normale bivariée de marginales standards
et de coefficient de corrélation linéaire p € [0, 1], et par ® la fonction de répartition de la loi normale
standard univariée, la copule gaussienne du couple aléatoire X, X5 est définie par :

Ca, (1, 0) = @, (& (), & (v)).

N _ _ o Hu) po (v 1T
o+ @ (@!(w), &~ ()= [T [N s exp (2 s,

Cette copule est parametrée par le coefficient de corrélation linéaire p et on a :

— Cs,(u,v) — W(u,v) quand p — —1.
— Cop,(u,v) — M(u,v) quand p — +1.

Dans le cas multivarié, en utilisant le théoréme 13 (Sklar multivarié) et en notant ® la distribution
normale standard multivariée, de matrice de corrélation R, de dimension d X d, la copule gaussienne sera
donnée par :

Cop(u) = Pr(® (u1), ..., 2" (uq)),

ot ® ! est I’inverse de la fonction de répartition standard normale univariée ®. D apres (5) nous avons :

;ex ——X'R7! =c x L ex —lx
ot SXURX) = oy (), o, D) Hr p(—573))

3.1.3. Copule de Student

La copule de Student est une copule bivariée paramétrée par le coefficient de corrélation linéaire p et
un degré de liberté p d’une répartition de Student ¢,,. Cette copule est définie par :

C’;p(u, v) = t,,(t (u t_l(v))

p
p (W) 2,2
_ s24t*—2pst\— B2
= / / - 1 p (1+ —p(l—p2/)) )" 2 dsdt,

avec t,, lest I’inverse généralisé, ici exacte, de la fonction de répartition de la loi de Student univariée a p
degrée de liberté. La densité correspondante est alors :

1+<t;1<u)>2+<t;1<v>>2—2p<t;1(u))(t;1<v>> _(2E2y
r(EE2)r(s) ( ) )

(14t (w))2) =P

(14t (v))2) =)

Si Tg p est la fonction de répartition de la loi de student multivariée, et R une matrice de corrélation,
alors la copule de Student dans le cas multivariée est définie par :

ty (w1)  ty (ua) prd R _ p+d
/ / I'(%5%) (H(w—u)R (I-M)) iz,
['(5)(2m)z |R| v
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Ainsi la densité de Cg”g(u) est donnée par :

_pid
(i ) (e
07 () = R L) ( L) ) LR
R p +1 _pil ’
WA | ey
‘ P
j=1
ol 67 = t, " (uy)
REMARK 2—  a) La copule gaussienne et la copule de Student appartiennent a une famille plus large

de copules dites elliptiques.

b) Sile degré de liberté p — o0, la copule de Student converge vers la copule gaussienne et il est trés
difficile en pratique de différencier ces deux copules.

3.2. Copules archimédiennes

3.2.1. (Cas bivarié

DEFINITION 10— Une copule est dite archimédienne si elle est définie par :

C (u,v) =" (¢ (u) + ¢ (v))

ou p : [0,1] — R, appelée générateur, est une fonction convexe et décroissante.

Cette copule possede les propriétés suivantes :

1. Symétrie : C (u,v) = C (v,u),V (u,v) € [0,1]>.
2. Associativité : C' (C (u,v),2) = C (u,C (v,2)),¥ (u,v, 2) € [0,1]*.

©” (C(u,)]¢' (u) ¢ (v)
(¢’ (C(uw)))®

4. Invariance par homogénéité : Pour tout o > 0, cvp est aussi un générateur de la copule C.

3. Densité : ¢ (u,v) = —

De cette famille de copules on peut citer les plus connues et utilisées a ce jour, les copules de Gumbel,
de Clayton et de Frank.

(a) Copule de Gumbel (1960) :

La copule de Gumbel, définie par le génerateur ¢, (t) = (—Int)®, de parametre o > 1, s’écrit :

R

CF*™ (u,v) = exp(~ ((— nu)® + (~ Inv)")

).
(b) Copule de Clayton (1978) :
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Cette copule de Cook et Johnson (1981), est définie par :
1
CY (u,v) = (v +ov*—=1) °

avec le générateur ¢, (t) = 1 (7 — 1) de pseudo inverse @' (t) = (at + 1)7é et de parametre de
dépendance o € [—1,0[ U |0, +oof.

- Si le parametre av — 0, alors on aura une copule d’indépendance.

- Si le parametre o — oo, alors on obtient la copule borne supérieur de Fréchet-Hoffding M.

(c) Copule de Frank (1978) :

Cette copule, de parametre de dépendance o € [—o0, 0[U]0, +00[, de générateur ¢, (t) = —In (%) ,

est définie par :

CFr (u0) = — L In <1 (e (e - 1))

(0%

3.2.2. Cas multivarié

Comme le cas bivarié, les copules archimédiennes multivariées sont définies par un générateur p(t).
La forme généale de cette famille de copules est donnée par :

C(u) = ¢~ (p(ur) + - + p(ua)).

Les trois exemples de copules archimidiennes données précédemment dans le cas de dimension 2, sont
généralisées au cas multivarié :

(a) Copule de Gumbel :

o

M&

CBEU™ (1) = exp l (—log(u;) ] ,a > 1.

=1

(b) Copule de Clayton :

d «a
CdCla(y) = (1 —d+ > uﬁ‘) o> 0.
=1

(c) Copule de Frank :

) | ﬁ (exp(—au;) — 1)
CHr(y) = ——1log< 1 =1 —
) R T
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4. Données de survie et copules

L’étude des données de survie est une branche de la statistique qui s’occupe de la modélisation des
durées de "vie". Il s’agit en général du temps écoulé entre une date origine et une date de survenue
d’évenements qui correspondent généralement a 1’apparition d’une maladie, déces, rechute, etc. La pro-
babilité qu’un individu soit vivant ou indemne au-dela du temps ¢ est donnée par la fonction de survie.
Lorsqu’il s’agit simultanément de plusieurs évenements, on parle de survie multivariée. Une distribution
multivariée peut etre construite grace a I’utilisation de copules dans un cadre de survie. Nous considérons
d’abord les données univariées séparément afin de caractériser les propriétés spécifiques des temps des
fonctions de survie.

4.1. Modeles de survie

Soit 7" un temps de survie, c’est a dire une variable aléatoire positive ou nulle, (appelée aussi variable
d’intérét) de fonction de distribution F', et de densité f. La fonction de survie notée S a un instant t,
est définie par : S(t) = P[T > t|] = 1 — F(t), t > 0. Dans la modélisation de la fonction de survie,
un concept fondamental est celui du taux de hasard ou de fonction de risque i (¢) pour un instant ¢ fixé,
défini par

< < P>
szg%Pﬁ_T_Z+NT/ﬂ
4)

(Lancaster, 1990)[21]. 1l est interprété comme le taux instantané de déces et s’exprime sous la forme
suivante

La fonction du risque cumulé A(t), (Andersen, Borgan, Gill et Keiding (1993))[3] ou fonction de
hasard intégré (Hougaard [1999])[19], est I’intégrale :

Mw:jh@%.

Le lien entre A et .S est donné par :
S(t) = exp(=A(t)).
Ce qui permet d’écrire :

f(t) = h(t) exp(=A(t)).

Un autre concept important en modélisation de la survie est la fonction de risque de base (hasard
baseline) ho(t) (Frees et Valdez (1998),[11]). Elle intervient en particulier dans le modele tres utilisé dit
de Cox (Cox [1972], [8]). Il consiste a modéliser la fonction de risque h(t), de la fagon suivante

h(t) = exp(X 5" )ho(t).
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X est un vecteur ligne de covariables, et 5 le transposé d’un vecteur de parametres associés a ces
covariables. Ce modele de régression permet d’analyser les effets de covariables sur la distribution
de la durée de vie. C’est un modele a risques proportionnels. Il fait partie d’une famille plus large
h(t) = g(XBT)ho(t), avec g(.), une fonction quelconque, qui dans le modele de Cox est la fonction
exponentielle. L'un des intéréts de ce modele est la facilité d’interprétation des parametres. Prenons
I’exemple d’une covariable X; qui peut prendre deux valeurs : 0 si I'individu prend le traitement A et 1,
s’il prend le traitement B. Le coefficient 3;, ou plutot exp(f;) est le risque instantané relatif de déces du
traitement 53 par rapport au traitement A de référence.

Dans le cas multivarié, la fonction de survie S(¢) est définie par :
S(tl, ....,td) = PT[Tl >ty ., Ty > td],

ou 71, ... T; sont d temps de survie. Les fonctions de survie marginales univariées, sont notées par
Sj(tj) = PT{CZ} > tj} = S(O, ey O,tj, o0,...., 0)

Dans cet article nous supposons que les temps de survie sont continus et prennent leur valeurs dans R .
Généralement, la fonction de répartition est définie par

F(t) = Pr{T < t},

ce qui explique la définition adoptée ici pour la fonction de sirvie S(t) = 1 — F(t) = Pr(T > t).
Néanmoins, nous pouvons tout aussi bien adopter la définition S(t) = Pr(7T = t). Notant que la relation
entre la fonction de survie multivariée S et la fonction de répartion multivariée F, n’est pas aussi triviale
que dans le cas univarié :

S(ty,.onty) # 1 — F(t1,...., tq).
La fonction de risque et la fonction de risque cumulé multivariées sont données par :

Plt; <Tj <tj+Aj,j=1..d|Ty >t;,5=1..d]

h(th””’td) - maglrlirjlﬁ() Al...Ad
f(t1, ..., ta)
S(tl,....,td),
t1 tq
A(ty, ..., tq) :/.../h(sl,...,sd)dsl...dsd.
0 0

La relation entre S et A ne peut pas étre formulée simplement comme dans le cas univarié. Par exemple,
nous obtenons dans le cas bivarié :

S<t1; tQ) =5 (t1)52 (t2)€_A(t1,t2)

La construction d’une fonction de survie multivariée n’est pas commode quand on utilise des fonctions
de risque directement, car elle est généralement basée sur des taux de risque conditionnels complexes
(Shaked et Shanthikumar [1987])[31].
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4.2. Les copules de survie

a. 1 Survie bivariée

¥

Figure 1.- Fi(t1) = a+¢; Fa(t2) = ¢+ d; S(t1,t2) = b; F(t1,t2) = ¢

Dans la majorité des applications on s’intéresse a la durée de vie d’individus statistiques d’une popula-
tion donnée, ce qui donne une importance particuliere a cette copule. Ici on définit une copule particuliere
qui est associée a cette notion de survie et nous nous intéressons principalement au cas bivarié.

Dans le cas univarié, la probabilité de survie est définie par : Sx, (z1) = P (X1 > 1) = 1 — Fy (1),
ou F} est la fonction de répartition de la variable aléatoire X;. Si F' = P(X; < zjet Xy < z5) est la
fonction de répartition jointe du couple aléatoire (X, X7) de marginales F} et F» et C'x, x, la copule de
(X1, X3), alors la fonction de survie du couple (X7, X2) sera donné par :

S(x1,m9) = P (X1 >z, Xs > 19)
1 —P (X7 <z10uXs <o)
1 — Fy(z1) — Fy (m9) + F (21, 29)
= Si(x1) + S2(z2) — 1+ Cx, x, (1 — Si(21), 1 — Sa(x2)),

avec S et Sy les fonctions de survie marginales respectives de X7 et X5. Donc, si nous définissons une
fonction C'de I? — I :

Clu,v) =u+v—1+C(1 —u,1—v), [7]

on obtient

S (5(}1, .%2) = C (Sl(l‘l), SQ(JJQ)) .

Remarquons que C est elle méme une copule.

L’ application du théoreme de Sklar aux fonctions de survie est immédiate : Toute fonction de survie
multivariée s’écrit S(ty,..,tq) = C(Si(t1),...,Sa(tq)), ou C est une copule, et Si(t1), ..., Sq(tq) les
fonctions de survie marginales.
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Example : Modele de Clayton.

Clayton [1978] considere un modele d’association bivariée pour une paire ordonnée d’individus. Pour,
(Ty et T3) les ages du premier et second membre de la paire, Clayton introduit une fonction (1, t5)
définie ainsi
h(t1|Ty = t2)

ot t) = L s )

Cette fonction s’interpréte comme le rapport du taux de risque de la distribution conditionnelle de 7'1,
étant donné 75 = to, a celui de 7'1, étant donné 15 > .

ST =t) D125, o)

h(t1|Ty = t9) =

Si(t|To =ta)  0aS(t1,t2)
et
01S(ty,t
D’ou,
C O01pS(ti,t) x Sty te) — fti,te) x S(t, 1)

O(t1,t2) = O1S(t1, to) X DS (t1,t2)  01S(tr, ta) X BaS(ty, ta)”

Clayton suppose que 6(t1, t2) est constante et égale a un paramétre 6, # > 0. Nous avons

0125(t1,t2) 0315@17152) azs(tl,fz):

X
S(t1,t2) S(t1,t2) S(t1,t2)

La fonction de survie S(t1,%2) est donc solution de 1’équation aux dérivées partielles non linéaire du
second ordre :

O19m(t1,t2) + (0 — 1)O1m(t1, ta) x Oam(ty,t2) =0,
avec
m(t1,t2) = —InS(t1,ta).
Clayton a montré que la solution est de la forme :
S(t1,t2) = [1+ (0 — )(ar(tr) + aa(t2)) 777,
ol a; et ay sont deux fonctions non décroissantes vérifiant a1 (0) = ay(0) = 0.

Nous allons donner la représentation canonique de cette fonction de survie. Les marginales univariées
de S(t1,ty) sont, respectivement :

Si(tn) = (0, 0) = [1+(0 = e ()] 7,
et
Sa(t2) = S(0,£2) = [1+ (6 — 1) (az(ta)] 7.
En notant S;(t;) = u;,j = 1,2, il est facile de montrer que :
ul=l -1

tj = afl(ﬁ%
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et donc

1-0
u;  —1

S (uy) = a‘_l(ﬁ),

j j
avec a;l(.) etsS; 1(.) les fonctions réciproques (et non puissance inverses) respectives de a;(.) et S;(.).

La copule de survie associée au modele de Clayton est donc :

Clur,ug) = S(S;(w), S5 " (ua))

1-6 1-60

B _ uy —1 —1
= [1+(0—1) 71 + 1

= (u%_e + u%_e — 1)79_1 .

En notant &« = 1 — 6, nous retrouvons la copule archimédienne de Clayton présentée en Section 3.2.

Fin de ’example.

5. Modeéle a fragilité et copules

Le modele a fragilité dit frailty model, est un modele ou le risque conditionnel est de type multiplicatif.
Ce terme suppose, dans le contexte de la santé qu’un patient peut étre plus fragile qu’un autre et donc
avoir un risque de déces ou d’agravation de sa maladie différent d’un autre. Un parametre aléatoire (dit
fragilité), potentiellement partagé par un groupe de patients (effet groupe), est introduit. La fonction de
survie conjointe est obtenue en intégrant la distribution de survie conditionnelle par la densité de ce pa-
rametre aléatoire de fragilité. Les fonctions de survie jointes pour ces modeles prennent la forme d’une
copule archimédienne. Sur la base de cette constatation, il est souvent affirmé que le modele avec fra-
gilité correspond a un modele particulier des copules archimédiennes (Manatunga et Oakes(1999)[25];
Viswanathan et Manatunga(2001)[34]; Andersen(2005)[2]). Il est quelque peu surprenant que ces deux
approches de modélisation de nature tres différente aient conduit a cette convergence.

L’idée principale consiste a introduire la dépendance entre les temps de survie 71, ..., Ty en utilisant
une variable aléatoire IV non observée, appelée fragilité. Autrement dit, il s’agit d’un modele de survie
avec variable latente. Ce modele suppose que conditionnelement a la fragilité 1V, de distribution G, les
temps de survie sont indépendants. Ainsi, la fonction de survie conditionnelle est donc donnée par :

d
S(tl,...,td|w) = P[Tl > tl,...,Td > td|W = w] = HP[T] > tj|W = w] = HSj[t]’|W = w]

J=1 J=1

et la fonction de survie inconditionnelle sera donnée par :

St i t) = E(E(S(t, .., ta|W)) = /S(tl,..,tn\w)dG(w).

Afin d’avoir une représentation intéressante des modeles de fragilité, nous avons besoin du théoreme
de Marshall et Olkin (1988)[26] suivant :

© 2021 ISTE OpenScience — Published by ISTE Ltd. London, UK — openscience.fr/Biostatistics and Health Sciences. BHS. Vol. 2, No 1, 13-39. Page 118



THEOREM 7 (MARSHALL ET OLKIN (1988))— Soient F', ...F; des fonctions de distribution univariées,
et G une fonction de distribution a d variables telle que G(0, ...,0) = 0, avec des fonctions marginales
univariées Gj,j = 1...d. Notons les transformées de Laplace de G, ¢ et celles de G, ¢;. Soit C' une
fonction de distribution d-variée dont toutes les marginales univariées sont uniformes sur |0, 1].

SiHj(x) = exp(—gpj_l(Fj(:L’))), alors

F(Ila <0 l’d) = /C[Hl(xl)wla XX Hd('rd)wd]dG(wlv e wd) [8]
est une fonction de distribution a d variables avec des marginales F1, ... Fy.

Marshall et Olkin ont étudié par la suite un cas particulierement intéressant et simple de (8) (voir [1],
page 15), ou toutes les fonctions marginales sont identiques. L’ expression (8) s’écrit alors,

F(x1,....xq) = e1(ey  (Fi(21)) + .. + @1 (Fa(za))) [9]

I1 s’agit donc d’une copule archimédienne dont le générateur est I’inverse de la transformée de Laplace.
On peut maintenant énoncer la définition des fonctions de survie d’un modele avec fragilité.

DEFINITION 11— Une fonction de survie est dite avec fragilité si elle s’écrit,

S(tl, . td> = 0(51(151), e Sd(td»

oit C' est une copule archimédienne dont le générateur est l'inverse de la transformée de Laplace
de la distribution de la variable de fragilit¢ W. Plus généralement, le générateur est l’inverse d’une
transformée de Laplace.

5.1. Copule de survie bivariée et modeéle a fragilité

Dans cette section, on s’intéresse a la modélisation de données de survie a deux variables. Considé-
rons deux "temps de survie" (77, T5), correspondant par exemple a deux durées pour 1’obtention d’un
diagnostic effectué sur un méme individu par deux techniques différentes, par exemple 7 pour la radio-
graphie et T, pour I’échographie. Soient S1(t) et So(t) les fonctions de survie marginales pour chacune
des méthodes ( Goethals et al, [16]).

Un modele avec fragilité est donné par :
hij(t) = wihjw,(t),

— h;;(t) la fonction de risque instantané au temps ¢ pour un individu ¢ = 1, ..., n, avec la technique de
diagnostic j = 1, 2.

— h;(t) lafonction de risque au temps ¢ pour un individu dont la fragilité est égale a w et la technique
de diagnostique j.

— wj; le terme de fragilité de I’individu <.

Pour définir les modeles de copules et les modeles avec fragilité, nous avons besoin d’une famille
de copules archimédiennes particuliere ou le générateur ¢ est I’inverse d’une transformée de Laplace,
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C(u,v) = {gp Lw) 4+ ot )} , avec »(0) = 1. Nous n’avons donc besoin que d’une famille de fonc-
tion go() Soit gW(.) la densité de la v.a. fragilité, définie sur le support [0, oo[) et @y (s), sa transformée
de Laplace i.e.

pw(s) = E{exp(—sw)} = [ exp(—sw)gw (w)dw.
[

Ainsi, la fonction de survie jointe conditionnelle a W, s’écrit :

Sw(ti, t2) = C(Stw(tr), Saw(t2)) = ow {on (Suw(t1)) + oy (Sew (t2)) } - [10]

Pour le modele avec fragilité, la fonction de survie conditionnelle est donnée par :

SWi (tl, tg) = exp[—wi {ALwi (tl) + A2,w,- (tg)}],i =1,...n

avec Aj ), fo i (8)ds, j=1,2, 1a fonction du risque cumulé. Ensuite, en intégrant par rapport a
la densité de la fragilité, la fonctlon de survie jointe du modele sera

S(tl, tQ) = /Sw(tl,tg)gw<w)dw = E[eXp {—W(Aljw(tl) + A27w(t2>)}] [11]

0
= p{Aw(t1) + Aaw(ta)}, [12]

Puisque la fonction de survie marginale peut s’écrire comme :

Si(t) = o {Ajw ()} = Aju(t) = 07 (S;(1)), [13]
d’ou, si nous remplagons (13) en (12), la fonction de survie jointe du modele avec fragilité devient :
S(ti,t2) = ¢ {97 (S1()) + ¢ (Sa(t)) } - [14]

De (10) et (14), nous remarquons que les deux modeles sont de nature différente car la copule utilisée
dans les fonctions de survie jointes dans (10) et (14) est la méme mais les fonctions marginales de survie
ne sont pas les mémes.

5.2. Copule de Clayton-Oakes et modéle avec fragilité de type gamma

A titre d’exemple, la fonction copule pour le modele de Clayton-Oakes, est la fonction de survie jointe
d’un modele avec fragilité dont la transformée de Laplace est celle d’une variable aléatoire de loi gamma,
c’est a dire, @y(s) = (1 + 6s)7 . Considérons encore I exemple des durées correspondant a deux tech-
niques de diagnostic j = 1, 2. La transformée de Laplace inverse d’une densité de loi gamma a un seul
parametre 6 est donnée par :

-0 _ 1
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L’application directe de 1’équation (10) pour la fonction de survie jointe de copule de Clayton Oakes
donne

Selti,ts) = Co(S1,e(t1), Soe(ta) = [{S1.e(t1)} " + {Soe(ta)} ¥ —1)70. [15]

La fonction de survie jointe pour ce modele a fragilité devient :

Sm(ti,t2) = [1+0{A1.(t1) + A?,u(tQ)}]_%a

ce qui nous permet d’écrire :

|

Sty t2) = {1+ [(Sum(t)™ = 1+ [(Som(t2) ™" = 1]} 7
= {(S1m(t)) "+ (Som(t2)) ™" =1} 7

Cette expression ressemble a la forme de la copule représentée précédemment, mais S; ,,(t) # S;.(1),
Vj=1,2.

6. Application a des données d’hémodialyse

Nous utilisons dans cette section, des données d’hémodialyse publiées par McGilchrist et Aisbett
(1991) [27] et analysées par des modeles de fragilité. Cette étude a ét€ motivée par I’observation d’une
récurrence des infections chez les patients atteints d’insuffisance rénale et traités par hémodialyse, c’est a
dire par épuration des toxines du sang produites par 1’organisme et leur élimination par un filtre artificiel.
Une infection peut survenir au niveau du cathéter, tube creux en plastique que le médecin place dans une
veine pour I’hémodialyse. Quand I’infection est observée, le cathéter est retiré et I’infection soignée. Un
cathéter est remis pour la prochaine hémodialyse, etc. Pour chaque patient, les durées entre chaque date
d’insertion du cathéter et I’infection qui suit, sont observées. Seules deux observations par patient sont
considérées. Il peut aussi y avoir censure, si durant la période d’étude, I’une ou les deux infections n’ont
pas eu lieu.

Nous ne traiterons pas le cas censuré ici, et considérerons toutes les durées comme observées. McGil-
crist et Aisbett traitent le cas censuré par un modele de fragilité.

Nous utilisons pour cela, la nouvelle procédure de SAS (Proc Copula) pour estimer le parametre d’as-
sociation et choisir ainsi la copule qui s’ajuste le mieux a ces données.

L’analyse de ces données bivariées par modele de copule, en présence de censure, fera I’objet d’un
futur travail.

Les histogrammes de la figure 2 sont ceux des durées marginales des deux temps de récurrence. Les
courbes continues représentent les densités théoriques ajustées supposées étre de Weibull. On constate
un assez bon ajustement.

Dans la figure 3 sont représentées les fonctions de distribution marginales empiriques correspondant
aux récurrences 1 et 2. Les traits continus correspondent aux fonctions de distribution de Weibull ajustées
a partir des parametres estimés.
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Figure 2. — Histogrammes empiriques et densitées ajustées (Weibull) des deux temps de récurrence.

a. Recurrence 1 b. Recurrence 2
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Figure 3. — Fonctions de répartition empiriques et leur estimées (Weibull) des deux temps de récurrence.
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Figure 4. - Distribution bivariée empirique et graphes associés de la copule de Clayton.

Les estimations des coefficients de corrélation de Pearson, Spearman et Kendall(tau) sont respecti-
vement 0,07522 (avec un degré de signification p=0,6535), 0,01040 (p=0,9506) et 0,01004 (p=0,9298)
respectivement. Le parametre  de la copule de Clayton est estimé & 1,054 x 10~". Dans la figure 4 sont
représentés les nuages de points ((1,t2) et (¢2, 1) (a) ainsi que les courbes de niveau de la distribution
bivariée (b) et la surface correspondant a celle ci (c), estimées par une copule de Clayton. Les copules de
Frank et de Gumbel peuvent étre obtenues de la méme maniere.

La table 6.1 résume les résultats concernant le parametre d’association 6 estimé sous différents choix
de modeles de copules (Clayton, Frank et Gumbel). Le critere d’ Akaike (AIC) permet de choisir le mo-
dele qui s’ajuste le mieux aux données (valeur d’ AIC la plus petite). Le choix de la copule de Gumbel
semble le meilleur. Les deux temps de récurrences sont faiblement correllés. Ces données bivariées pour-
raient €tre analysées comme des données univariées. Nous avons présenté ici une analyse succincte de
I’association entre les deux temps de récurrence. Nous n’avons pas analysé les effets des covariables. Il
serait intéressant de comparer 1’analyse de 1’effet de ces covariables en considérant les données comme
univariées a celle tenant compte de 1’aspect bivarié modélisé par une copule de Gumbel, retenue ici par
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Tableau 6.1. — Estimation du parameétre d’association pour trois modéles de Copule sous critere de pénalisation d’ Akaike.

Copule 0 Std. Error AIC
Clayton 1,054 x 1077 0 2,0
Frank 0,150408 1,031073 1,97873
Gumbel 1,039736 0,127503 1,89611

I’ AIC. 1l serait aussi intéressant de comparer les effets des covariables avec ceux obtenus par un modele
de régression de Cox avec fragilité.

Les programmes SAS utilisés sont donnés en annexe.

Conclusion et perspectives

L’ objectif de cet article, outre la présentation des copules et de leurs propriétés essentielles, s’est foca-
lisé€ sur leur application aux données de survie. Les relations entre les composantes d’une survie multi-
variée peuvent ainsi étre facilement et naturellement modélisés a 1’aide de copules. Un outil additionnel
souvent utilisé pour la modélisation des données de survie multivariée est I’introduction de paraametres
aléatoires individuels interprétés souvent comme des parametres de fragilité. Dans ce travail, nous avons
utilisé ce modele pour les données de survie a deux variables en considérant des copules archimédiennes.
Nous nous sommes concentrés ensuite aux cas particuliers des copules de Clayton-Oakes et du modele
avec fragilité de type gamma. Pour chacun de ces deux modeles, les copules utilisées pour les fonctions
de survie bivariée sont les mémes. Toutefois les fonctions de survie marginales sont modélisées de facons
différentes.

Nous nous sommes intéressés ensuite a 1’applications pour des données de survie relatives a la santé.
Les données de survie peuvent aussi provenir d’études de fiabilité dans le domaine industriel. Une dif-
ficulté importante dans 1’analyse de ce type de données, y compris le cas univarié, est la présence de
censure. Dans le cas bivarié, cette question reste en grande partie ouverte. [’analyse des données de
survie bivariée et censurées par des copules fait I’objet de travaux en cours.

Dans le domaine des assurances (actuariat) et plus généralement en finance, la théorie des copules a
connu beaucoup de succes, et en lien avec la théorie des valeurs extrémes, de nombreuses copules ont
été construites et utilisées. Ce travail n’aborde pas ces applications.

Ce travail ne traite pas aussi les questions d’inférence statistique qui sont souvent complexes, surtout en
présence de censure. Les travaux de recherche récents dans le domaine des copules sont plus souvent de
nature statistique que théorique. F. Lounas (2011)[24], Deheuvels (1979)[9], Genest (1987)[13], Genest
et Rivest (1993)[14] sont d’excellentes références sur ce sujet.

Les données de survie, de type quantitatif continu en général, sont utilisés souvent dans le domaine
médical dans un but diagnostic ou pronostic. On retrouve assez souvent aussi des données de nature
qualitative et discrete (Fontaine, 2017)[10]. Cet article incite a plusieurs perspectives de travail futur et
au développement de modeles basés sur les copules pour ce type de données.
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Dans le domaine des copules, la recherche s’est appliquée aussi au développement des aspects infor-
matiques, par la publication de programmes dans le langage R et récemment, SAS avec "Proc Copula".
Nous avons utilisé "Proc Copula" pour traiter les données d’hémodialyse. Cette procédure ne permet mal-
heureusement pas de traiter les données censurées. Un travail futur et utile sera I’écriture d’une macro

SAS allant dans ce sens.

Les variables de fragilité, considérées ici, sont des variables latentes, non observées, mais undimen-
sionnelles. Dans I’example présenté, cette variable caractérisait 1’effet de I’individu sur le temps de ré-
currence. Ces individus pourraient provenir de plusieurs centres hospitaliers. L’effet différentiel, non
observé, de ces centres serait alors une variable latente. Une perspective de recherche future serait la mo-
délisation et I’analyse par des copules de durées de vie multivariées avec variables latentes elles méme
multivariées. La difficulté du traitement de telles données serait surtout de type informatique.
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Programme SAS : Proc Copula appliquée a des données de récurrence en hémodialyse.

proc univariate data=recurrences; var recurrencel recurrence?;
histogram recurrencel recurrence2/weibull;run;

proc univariate data=recurrences;var recurrencel recurrence?’;
cdfplot recurrencel recurrence2/weibull;run;

proc corr data=recurrences kendall pearson spearman;

var recurrencel recurrence2;run;

proc copula data=recurrences;var recurrencel recurrencezl;

fit clayton/marginals=empirical;

simulate /ndraws = 5000 seed = 12345678 marginals=empirical
plots = (distribution=cdf) out = ficl;run;

proc copula data=recurrences; var recurrencel recurrencez;
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fit frank/marginals=empirical;

simulate /ndraws = 5000 seed = 12345678 marginals=empirical
plots = (distribution=cdf) out = ficl; run;

proc copula data=recurrences; var recurrencel recurrencez2;
fit gumbel/marginals=empirical;

simulate /ndraws = 5000 seed = 12345678 marginals=empirical
plots = (distribution=cdf) out = ficl; run;
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