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RESUME. Une nouvelle approche d'identification des systémes mécaniques sous actionnés est présentée dans cet
article. L'idée de base est d'étendre les algorithmes des moindres carrés étendus et de Steiglitz et McBride au cas des
systemes sous-actionnés. Les modéles considérés sont de type OE et ARMAX. Une évaluation comparative en
simulation par des exemples numériques a montré clairement la qualité de l'identification en utilisant cette approche par
rapport aux résultats obtenus en utilisant la méthode des moindres carrés linéaires non récursifs. L'utilisation des
modéles OE et ARMAX a permis d'améliorer la convergence asymptotique de ces algorithmes.

ABSTRACT. A new approach of identifying mechanical system under-operated is presented in this article. The basic idea
is to spread the extensive least-square algorithm and the Stieglitz and McBride algorithm to the case of under-operated
systems. The considered models are OE and ARMAX type. The comparative evaluation through simulation using
numerical example shows clearly the quality of the identification using this approach compared to the result obtained by
the non-recursive linear least-squared methods. The use of the OE and ARMAX models has made the improvement of
the asymptotic convergence of these algorithms possible.
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1. Introduction

L'automatique consiste a étudier des systémes réels de différentes disciplines (électronique,
mécanique, thermique, chimie, écologie,...) en vue de les analyser, les surveiller, les diagnostiquer, et
les commander. Cela nécessite la disponibilit¢ d'un modéle mathématique de ce systeme réel. Un
systéme est un objet dans lequel des variables de différents types interagissent et produisent des
signaux observables. Lors que le modéle du systéme n'est pas connu, il est nécessaire de procéder a son
identification. Ce modé¢le ne cherche qu'a reproduire “au mieux” un fonctionnement dynamique dans
un contexte donné sans se préoccuper de la signification physique éventuelle des parameétres dont il
dépend.

L'identification consiste a chercher les paramétres de modeles mathématiques d'un systéme, a partir
de données expérimentales et de connaissances disponibles a priori. Ces paramétres peuvent avoir une
signification physique, comme dans les modéles de connaissance (issus de lois de la mécanique, de
1'¢lectricité, etc...), ou ne pas en avoir, comme c'est le cas pour les modéles de comportement. Dans les
deux cas, ils doivent fournir une approximation fidéle des comportements du systeéme physique, dans la
mesure ou leurs parametres sont ajustés a partir de données expérimentales. L'objectif cherché est de
rendre identiques les réponses du processus et du modéle, pour des séquences d'entrée données.

Il existe plusieurs méthodes d'identification paramétrique, mais la plupart des méthodes utilisées
sont basées sur le calcul du gradient pour trouver les parametres cherchés avec une précision
acceptable. Il sera raisonnable d'affirmer que les bonnes valeurs des parameétres cherchés seront celles
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qui minimisent le critére quadratique appelé souvent fonction cotlit. Néanmoins, il n'est pas toujours
possible d'évaluer les gradients lorsque les mesures sont noyées dans le bruit. L'identification
paramétrique est donc une tache primordiale pour déterminer les valeurs numériques de parametres
d'un systéme pour leur utilisation dans la simulation et dans la loi de commande.

Les systemes mécaniques sous-actionnés sont définis comme étant des systemes dont le nombre
d'actionneur est inférieur au nombre de degré de liberté [10]. On peut citer le pendule inversé, le
pendulot, comme exemples des systémes mécaniques sous-actionnés. Le manque d'actionneur
complique la tiche d'identification de ce genre de systéme. Par conséquent, les méthodes
d'identification des systemes mécaniques compleétement actionnés ne peuvent €tre mises en ceuvre pour
de tels systémes.

Par ailleurs, le pendule inversé a fait 'objet de nombreuses études de recherche tout au long de ces
derni¢res années. Cet intérét est di au fait que le pendule inversé posséde plusieurs caractéristiques
intéressantes entre autre la non lin€arité, le couplage, l'instabilité¢ intrinseque [5]. Une littérature
abondante traite de la commande de ce processus [3], [9], [10] et [11]. Dans [10], une commande
prédictive généralisée (GPC) a été appliquée en temps-réel sur le prototype du pendule inversé stabilisé
par volant d'inertie dans le but de le stabiliser autour de son point d'équilibre instable, or, 1'application
d'une telle commande nécessite un bon modele du processus; ceci sous-entend donc que le processus a
¢té identifié. Or, en ma connaissance un seul article tarite ce sujet. [5] propose une méthode
d'identification neuronale du pendule inversé a I'aide d'un algorithme génétique.

Ce manuscrit présente une extension des algorithmes des moindres carrés étendus et de Steiglitz et
McBride aux systemes mécaniques sous-actionnés en utilisant les structures OE et ARMAX.

L'article est organisé comme suit: la section 2 donne un rappel sur les modeles de processus (OE et
ARMAX) tenant compte de la nature du bruit, et propose également une méthode de minimisation de
la distance procédée-modele pour chaque modéle. Ensuite, une modélisation en transmittance d'un
modele typique des systémes mécanique sous-actionnés est présentée a la section 3. Enfin, la derni¢re
section est consacrée a la présentation des résultats d'identification et a la validation de modéles.

2. Modeéles du processus

Par rapport aux approches non paramétriques, les méthodes paramétriques présentent un avantage
considérable quant au nombre de parameétres a identifier.

L'identification des parameétres du modele se fait sur base d'un critere d'écart entre des mesures
expérimentales provenant du processus et une simulation des équations constituants le modéle.

Pour cela, il faudra choisir au préalable :

la structure du modéle,

le critére de performance,

l'algorithme d'identification,

le signal d’excitation.

Les modeles d'identification utilisent le plus souvent une représentation discréte, bien que les
processus physiques réels soient généralement de nature continue. Ceci résulte du fait que, d'une part,
l'ordinateur qui se charge de 1'identification voit un processus discret a travers les convertisseurs A/N et
N/A et que, d'autre part, 'identification des parameétres, la synthése du régulateur et la simulation du
systeme sont plus simples sous forme numérique que sous forme analogique.
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Le choix de la structure du modele dépend des hypotheses sur 1'ordre du modele du processus et la
nature du bruit.

2.1. Structures sans modeéle du bruit (Ouput error)

Cette structure est basée sur I'hypothése selon laquelle le bruit n'est pas corrélé avec l'entrée du
processus.

Supposons que la sortie mesurée du systéme puisse €tre exprimeée comme suit :

y(k) =G, (q Hu(k) + n(k) (1)

Ou n(k) est un bruit stationnaire a moyenne nulle indépendant de l'entrée et G, (q ') est le vrai modele
du systeme avec une fonction de transfert d'ordre fini représentée par :

R

Avec

By(q ' )=by +b’q" + - +byq " (2)
Fo(q7)=1+b’qg”" +--+a’,q " (3)
0y =[al, . al.by, - ,ba,] (4)

La structure du mod¢le présenté a 1'équation (1) est connue sous le nom de la structure de 1'erreur de
sortie (output error, OE).

Considérons I'équation (1) en supposant étre a l'instant x -1 et qu'on veuille prédire la sortie du
systeme a l'instant k (predicteur a un pas). La sortie mesurée peut s’écrire y (k) = y (k) + n(k)- Il est

evident que la sortie du modele du processus y (k) peut étre facilement calculée avec les informations
disponibles a I'instant k —1a condition que les parametres du vrai modéle G, (q ') soient parfaitement
connus.

Donc le meilleur prédicteur pour la structure de l'erreur de sortie est :
§(k,0,) =G(q",0)u(k) (%)

Ou y(k,6,) est la sortie prédite a l'instant k qui dépend du vecteur de parameétres du vrai modele 6, .
Comme 6, est en principe inconnu, on peut construire un prédicteur ou le vecteur de parametres du
vrai modele 6, est remplacé par un vecteur de parametres inconnu ¢ comme suit :

§(k,0) = G(q~,0)u(k) = I BEADU) ) (6)
Fa )

Ou G, (q',0) est I'ensemble des modeles candidats pour le vrai mode¢le.

La sortie prédite est en effet la sortie du modele y,, et I'erreur de prédiction pour cette structure est
l'erreur de sortiee, (k).

L'erreur de prédiction s'écrit :

&(k,0) = [6,(a™) - G(@ k) +n(k) (7)
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A partir de cette équation, on observe que si G,(q™') appartient a I'ensemble des modéles et 6=6,,
c'est-a-dire G(q™')=G,(q™"), I'erreur de prédiction sera égale au bruit (k,0) = n(k) . Alors, pour 6 =4,,

l'erreur de prédiction ne sera pas corrélée avec l'entrée du processus. Cette propriété intéressante peut
étre utilisée pour la validation du modele identifié.

Cette structure est la meilleure structure pour identifier un modele si le but d'identification est de
trouver un mode¢le de simulation et que I'on n'a pas besoin d'un modéle du bruit. Cependant, les
parametres du modele interviennent de fagcon non linéaire dans 1'équation de l'erreur de prédiction et
par conséquent cela conduit a un probleme de régression non linéaire pour lequel un optimum global
ne peut pas étre garanti facilement.

2.1.1. OE par la méthode de Steiglitz et Mc Bride

Cette méthode consiste a filtrer I'entrée et la sortie par une fonction de transfert qui vaut

1
F@")

Pour identifier une fonction de transfert correctement, la méthode de Steiglitz et McBride minimise
a chaque itération l'erreur d'équation pondérée [13].

L’OE est un systéme assez répandu. On définit 'erreur généralisée par :
g, =Yy (O =Yy,

Vi : sortie filtrée

u , ,
— f:entrée filtrée

On définit y,, comme étant le modele de sortie avec comme équation :
Yn(®) =Bu; ) +(1=F(@™)y; () =7 ©)0

La transposé filtrée du régresser o} (t)et le vecteur de paramétres € sont données par :

CDI(t):[_yf (t_l)"'_yf (t_nf )uf (t_l)"uf (t_nb)]
az[fl'”fnfbl'”bnb .

D'ou: g,(t)=F(a™)y; () -B@ )u, (t)

Si u, et y, sont respectivement l'entrée et la sortie filtrée, alors :

1

1
((t)=———u(et y, (t) = ——y(t
0= Ot Y 0= oy
Et donc :
£,0=F@")y; (OB W) =yt EEZI;“(‘):““
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On observe ici que l'erreur du modele filtre est égale a l'erreur de prédiction de I'OE.

Donc en mettant a jour itérativement le regresseur linéaire on minimise l'erreur généralisée, donc
l'erreur de modcle.

2.2. Structures avec modele du bruit (ARMAX)

Ces structures sont basées sur 1'hypothése selon laquelle le bruit sur la sortie est un bruit blanc filtré
par un filtre d'ordre fini.

L'idée est d'identifier simultanément le modéle du procédé et le modele de la perturbation, pour
pouvoir obtenir une erreur de prédiction asymptotiquement “blanche” [4].

Pour cette structure, la sortie mesurée s'écrit :

q*“B (q*l) C,(q™)
e(k 8
Aa) A ®)

Cette structure, qui consideére un terme de moyenne glissante (moving average) pour le bruit
C,(q He(k)(quand on multiplie les deux cotés de 1'équation par A,(q™")) en plus du terme autorégressif,
est tres utilisée pour l'identification de systemes dynamiques dans le domaine de 'automatique. Mais le

prédicteur basé sur cette structure est non linéaire par rapport au vecteur des parametres a identifier
[15].

y(k) =

Comme les deux fonctions de transfert possédent le méme dénominateur, ce modele est utile lorsque
le bruit agit en amont du processus.

L'équation de prédiction de la sortie pour le modele ARMAX est :

_aUB@) . [C@) ] o
y(k) = AQH (){() }8() )
L'erreur de prédiction pour le modéle ARMAX s'écrit donc :
AQ) q° B(q'l)}
K) = k)-———= |u(k 10
(k) C(q“)[y() AG) u(k) (10)

L'erreur de prédiction est non linéaire par rapport au parametres du modele du processus et du bruit.
L'erreur de prédiction sera blanche si la structure du vrai modele est ARMAX et appartient a
'ensemble des modeles candidats.

2.2.1. ARMAX par moindres carrés étendus

Rappelons d'abord que la structure ARMAX rajoute un jeu de coefficients, provenant de 1'ajout d'un
numérateur au filtre du bruit. Donc ce type d'identification est plus compliqué, moins stable
numériquement par ce que plus on a des coefficients a identifiés plus on a besoin de mesures pour
arriver a capturer les dynamiques du systéme, et a ceci rajouter le fait que la régression n'est pas
linéaire.

Quelle que soit la procédure d'identification, la fonction erreur ne sera en général pas nulle a cause
des erreurs de caractérisation et des perturbations de mesure. La validation d'un modele passe par la
minimisation de la distance Objet-Mod¢le prédéfinie [14] et [15]. L'article [4], parle de la méthode de
minimisation de l'erreur quadratique par moindre carré étendu (MCE), dont nous rappelons les

€quations permettant sa mise en ceuvre :
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et) = y(t) - 8" (t-Dp(t) (11)
O(t) = Ot —1) + p(Hp(t)e(t) (12)

P(De" (HpE-1)
L+ (®)p(t-DeAt)

p(t) = pt-1)—pt-1) (13)

Ou:
— 0" : vecteur des paramétres a identifier
— @' (t): vecteur des données.
— y(t): sortie du systéme
— &(t): erreur de prédiction
— p(t) : matrice (posé pour éviter de calculer une inverse de matrice a chaque pas)

La méthode MCE reste la méme que la méthode des moindres carrés récursif, sauf que la matrice
@, et le vecteur € sont modifiés. On estime récursivement les erreurs de prédiction grace a un

algorithme des moindres carrés récursif.

3. Modélisation du pendule inverse

Une littérature abondante traite de la modélisation de type représentation d'état du pendule inversé.
Dans notre cas nous nous intéresserons a trouver la fonction de transfert de ce systeme en partant des
équations différentielles qui le régissent.

A

.

X = M

Figure 1. Pendule inversé

Considérons le pendule inversé form¢ d'un pendule de masse m pos¢ en équilibre instable sur un
chariot roulant comme représenté sur la figure 1. La quantité uest la force exercée sur le chariot de
masse M, x indique la position du chariot, @ est 1'angle entre le pendule et la verticale [12].

Dans [3], on établit les équations du mouvement en utilisation les équations d'Euler-Lagrange, dont
nous reprenons ici les résultats.

Les équations du mouvement du pendule sont données par :
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d?x d’e
+ml
dt? dt?
2 2

dtzxcosé?+m|2 itf—mglsinezo

(M +m) cos@—mli—fsinﬁzu

(ml

Ces équations sont non linéaires. Le systéme linéarisé au point d'équilibre est donné par :

d?x d’e
—+ mi 5
dt dt
d?x o d’e

dt? dt’
En choisissant @ 1'angle entre le pendule et la verticale comme sortie du systéme sachant que u est
l'entrée, et en appliquant la transformé de Laplace, on exprime la fonction de transfert du systéme par :

(M +m)

(

-06=0

-1
Mip® + (M +m)g

G(p) =

4. Simulation et validation

Pour valider notre approche d'identification on partira d'un modele connu, ensuite on généra des
données a partir de ce systéme connu. On utilise enfin les outils d'identification pour reconstruire le
mode¢le de départ.

Pour illustrer la méthode, on considere la fonction de transfert du pendule avec comme valeurs de
coefficients :

_ m=1kg

_ M = 5kg
_ g=10m/s?
— I=1m

Les essais sont réalisés avec un bruit de mesure blanc puis coloré. L'acquisition des données entrée-
sortie se fait sur 10000 échantillons avec une période d'acquisition de 100 ms.

Le signal d'entée choisi est une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA). En effet, une démarche
classique en identification stipule que l'obtention d'un mode¢le identifi¢ reflétant le plus fidelement
possible le comportement du systeme nécessite que ce systeme soit sollicité par une entrée relativement
riche, de fagon a exciter le plus grand nombre de modes propres. Le meilleur signal candidat est alors
le bruit blanc, malheureusement non déterministe. Une séquence binaire pseudo-aléatoire est un signal
déterministe a approcher d'une réalisation d'un bruit blanc [1].

4.1. Identification en présence du bruit blanc

On considére ici le cas ou le bruit est blanc. Dans un tel contexte le modele approprié¢ pour
l'identification est donc un mod¢ele a erreur de sortie. Pour ne pas surdimensionné la structure, le
principe de parcimonie veut qu'on commence par la structure du modele la plus simple.

En simulant le systéme avec un bruit sur la mesure de 10% de variance et en utilisant comme
modele du processus un ARX avec comme critére d'optimisation la méthode des moindres carrés on
récursif, on obtient comme fonction de transfert du systéme :

-0.0166 z7' = 0.0179 z°*

1+0.3122 z7' +0.8104 z7?
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La figure 2 compare la réponse indicielle du modéle et celle du processus. On observe un biais dans
cette estimation, évidemment par ce que 'ARX n'est pas la bonne structure du modele pour ce type de
bruit.

Step Response

0AARm

Amplitude

Time (seconds)

Figure 2. Réponse indicielle du modele et du processus

La meilleure structure pour ce type de bruit est 'OE. Signalons é¢galement que 'ARMAX peut filtrer
ce type de bruit; en effet un OE est un ARMAX ou ¢ (q) = A(q). Mais utiliser un ARMAX serait

surdimensionné la structure du modele en ajoutant des poles et des zéros dans la fonction de transfert.

En vue de savoir si 'algorithme des moindres carrés appliquée au modele OE permet de capturé les
dynamiques du systéme d'une part et de savoir si les résidus sont blancs et non corrélés avec le signal
d'entrée d'autre part, les figures 3 et 4 comparent respectivement les sorties du modele et du processus
et examine les résidus du modé¢le identifié. On observe un net biais dans cette estimation dii au fait que
le bruit n'est pas blanc. Ceci montre ¢galement les limites de cet algorithme des moindres carrés non
récursif dans 1'impossibilité de capturer les dynamiques du systéme.

Measured and simulated model output

Wtafndhivlo

1.134 1135 1.136 1137 1.138 1.139 1.14
Time «10%

o

Figure 3. Sortie du modéle et du processus
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Autocorrelation of residuals for output y1

AAMALALAAAL

o

05

A
-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20

Cross corr for input u1 and output y1 resids

N
/\MA\/W\X\J/\/\/I\JAM/\// /\M/
005 . . . . . .
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Samples

0.05

o

Figure 4. Test de corrélation pour le modéle identifié

En appliquant l'algorithme de Steiglitz et Mc Bride, on obtient dés la premicre itération une nette
amélioration pour le suivi de la dynamique du systéeme comme l'illustre la figure 5. Cette amélioration
est dii essentiellement au fait que cet algorithme permet de filtrer en méme temps l'entrée et la sortie du

systeme.

Step Response

-ﬂ['J]HH[W}thUI}‘HFEQ”H3””1 }HH
i I

RPN

110 120 130 Tiffe (46@orid) 170 180 1

. Amplitide

Figure 5. Réponses indicielles de la premiére itération

On observe une convergence des paramétres a partir de la seconde itération; la fonction de transfert
est:

—0.01997 z7' - 0.01782 z*
1+0.4132 27" +0..9999 7z

Cet algorithme permet d'obtenir une convergence rapide des parametres du systeme.

Pour également valider cette approche nous comparons les diagrammes de Bode du processus et du
modele. On remarque sur la figure 6 que les deux diagrammes coincident assez parfaitement et que les
régions de confiance sont minimisées.
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

. Frequency (racl!s).
Figure 6. Diagrammes de Bode du modéle et du processus

4.2. |dentification en présence d’un bruit coloré
On considére dans cette section le cas ou le bruit est coloré.

Le bruit étant indépendant de l'entrée, I'application d'une méthode a erreur de sortie, comme dans la
section précédente, continue de fournir une estimation non biaisée des parametres de G(p) dés lors que
la structure de cette fonction de transfert est respectée dans le modele. En revanche, le bruit étant

coloré, on observe que l'ellipsoide de confiance est plus grande avec une telle méthode qu'avec une
méthode respectant la nature du bruit, c'est a dire ARMAX [7].

Sur la figure 7 on remarque qu'en testant la qualité du prédicteur a un pas a partir de I'itération 100,

l'erreur tend asymptotiquement vers un bruit blanc, ce qui garantit une estimation non biaisée des
parametres.

Les différents tests de validation montrent I’aptitude du modele flou globale obtenu a reproduire les
dynamiques des sorties de I’échangeur de chaleur, et ce malgré les bruits de mesures.

- o -

2‘D -1‘0 60 SlO I;JO 12IG l-;D
Figure 7. Erreur de prédiction testé a l'itération 100

La figure 8, représente et compare la sortie du modele simulé avec la sortie mesurée en vue de
savoir si les dynamiques du systéme ont bien &té estimées.

On remarque malgré la présence d'un bruit de 10% de variance sur la mesure, la sortie du modele
capture les dynamiques du systéme.
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Measured and simulated model output

20f " | ! ' !

-30

40}

6630 6640 6650 6660 6670 6680 6690
Time

Figure 8. Sorties du modéle et du processus

Il est également possible d'examiner les résidus (erreur de simulation) de ce modele, puis de
représenter 1'autocorrélation des résidus et l'inter corrélation entre l'entrée et les résidus.

Disons que l'analyse des résidus est essentielle pour la validation des parametres estimés. L'approche
classique repose sur les fonctions normalisées d'inter corrélation et d'autocorrélation qui permettent
d'établir successivement l'hypothese de blanchissement de l'erreur de prédiction résiduelle et
I'hypothése de son indépendance vis-a-vis de l'entrée, afin de détecter d'éventuelles corrélations qui
invalideraient le modg¢le [7].

D'apres la figure 9, on peut remarquer que les résidus sont blancs et totalement non corrélés avec le
signal d'entrée. Le modele estimé est donc satisfaisant.

Autocorrelation of residuals for output y1

L”v‘\/\/ N \k /J \"“\/ ‘\/\/\ 7 A

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

0.05

(=1

Cross corr for input u1 and output y1 resids

AN\ V)

-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
Samples

0.05

o

Figure 9. Test de corrélation pour le modéle identifié

Pour terminer cette ¢tape de validation comparons les diagrammes de Bode du modele estimé et du
processus. A la figure 10, on peut observer que les diagrammes de Bode du modéle coincident trés bien
avec celui du processus et que les régions de confiance sont trés petites.
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency (rad/s)

Figure 10. Diagrammes de Bode du modéle et du processus

Le modele ARMAX du processus identifié et validé est :

A(z)=1+04152"+27
B(z) = —0.01708 z~' — 0.01994 7
C(z)=1-0.5179 27" +0.00324 72

5. Conclusion

Deux méthodes d'identification récursive des systémes mécaniques sous-actionnés sont présentées.
Il s'agit d'une extension des algorithmes des moindres carrés étendus et de Steiglitz et McBride au cas
des systémes sous-actionnés. Les modeles utilisés sont de type OE et ARMAX. Bien que ces méthodes
présentent 1'avantage de suivre I'évolution des parametres dans le cas des systémes variants dans le
temps, l'analyse par simulation numérique d'un modele typique nous a montré les performances
caractéristiques de ces méthodes par rapport a celles obtenues en utilisant la méthode des moindres
carrés linéaires non récursifs. Ces performances sont considérablement améliorées en utilisant des
modeles OE et ARMAX respectivement en présence d'un bruit blanc et coloré.
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